
Za interno uporabo 1Limita funkije1 LimitaLimita funkije je ²tevilo b, proti kateremu gredo funkijske vrednosti, £e gredo vrednosti neodvisnespremenljivke proti a.
b = lim

x→a
f(x)

Na levi sliki vidimo, da ko se vrednosti x bliºajo a, se vrednosti f(x) bliºajo b. Limita obstaja. Nadesni sliki pa to ni res. Ko se vrednosti x bliºajo a, se vrednosti f(x) bliºajo dvema razli£nima to£kama.Limita ne obstaja.2 Pravila za ra£unanje limitZa ra£unanje limite funkije veljajo slede£a pravila:
lim
x→a

c = c

lim
x→a

c · f(x) = c · lim
x→a

f(x)

lim
x→a

(f(x) ± g(x)) = lim
x→a

f(x)± lim
x→a

g(x)

lim
x→a

(f(x) · g(x)) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x)

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

limx→a f(x)

limx→a g(x)3 Seznam najpogostej²ih limit
lim
x→a

c = c

lim
x→∞

1

x
= 0

lim
x→∞

x = ∞

lim
x→∞

ax = 0, £e − 1 < a < 1

lim
x→∞

(

1 +
1

x

)x

= e



Za interno uporabo 2
lim
x→0

sinx

x
= 14 Ra£unanje limitLimite ra£unamo na naslednji na£in:1. Najprej v limito vstavimo namesto x vrednost, h kateri se x pribliºuje.

lim
x→2

3x2 + x+ 1

x+ 2
=

13

4�e dobimo rezultat, smo kon£ali.2. �e dobimo 0
0 , potem moramo uporabiti katerega od naslednjih trikov:(a) �teve in imenovale razstavimo in okraj²amo. Potem spet vstavimo vrednost v limito.

lim
x→2

x2 + x

x2 − x
= lim

x→2

x(x+ 1)

x(x− 1)
= lim

x→2

x+ 1

x− 1
= −1(b) �e nastopa v ulomku koren v razliki, potem raionaliziramo. Potem zopet poskusimo z vsta-vljanjem vrednosti.

lim
x→0

√
1 + x− 1

x
= lim

x→0

1 + x− 1

x(
√
1 + x+ 1)

= lim
x→0

1√
1 + x+ 1

=
1

25 Neskon£na limitaDo zdaj smo obravnavali dve moºnosti, ki ju dobimo pri ra£unanju limite, de�nirano vrednost in 0
0 . Zdajpa razloºimo ²e, kaj pomeni a

0 .Poglejmo limx→2
1

(x−2)2 . �e namesto x vstavimo 2, dobimo 1
0 . Ko se vrednost x bliºa vrednosti 2,vrednost ulomka 1

(x−2)2 raste £ez vse meje. Funkija f(x) = 1
(x−2)2 ima v to£ki x = 2 pol druge stopnjein se njen graf pribliºuje navpi£ni asimptoti. Dobimo neskon£no limito:

lim
x→2

1

(x− 2)2
= ∞.�e ima izraz, katerega limito i²£emo, negativen predznak, potem je limita tega izraza −∞.

lim
x→2

(−
1

(x− 2)2
) = −∞.Funkija f(x) = 1

x
pa ko gre x proti 0 nima limite! Funkija sier ima navpi£no asimptoto x = 0, agrejo vrednosti funkije levo od nje proti −∞, desno od asimptote pa proti +∞. Zato limita limx→0

1
xne obstaja.6 Limita v neskon£nostiDo zdaj smo gledali limite, ko gre x → a k nekemu realnemu, ponavadi dosti majhnemu ²tevilu a. Kajpa, ko x raste v neskon£nost?



Za interno uporabo 3Poglejmo limito limx→∞( x
x−1 ). V to limito ne moremo kar vstaviti ∞. Oglejmo si obna²anje funkije,ko x raste. Izraz x

x−1 je vedno bliºje 1, nikoli pa 1 ne doseºe, ker je ²teve ve£ji od imenovala:
lim
x→∞

(
x

x− 1
) = 1Limito v neskon£nosti ra£unamo na naslednji na£in:1. limx→∞( 1

x
) = 0.2. Kadar imamo ulomek, delimo z najve£jo poteno x.3. �e nastopa v ulomku koren v razliki, potem raionaliziramo.7 Asimptote funkijLimita gra�£no predstavlja premio. Kadar imamo neskon£no limito, je to navpi£na premia. Graffunkije se premii pribliºuje, ko y raste £ez vse meje. Tej premii re£emo tudi navpi£na asimptota (alipol, kot jo imenujemo pri raionalnih funkijah).Kadar govorimo o limiti v neskon£nosti, je premia vodoravna. Graf funkije se premii pribliºuje, ko

x raste £ez vse meje. Govorimo o vodoravni asimptoti.

8 Odvod8.1 Naklonski kot in smerni koe�ient premieNaklonski kot α in smerni koe�ient k nam povesta strmino premie.Naklonski kot α premie izra£unamo iz de�niije tangensa kota. Hkrati pa ista formula velja za smernikoe�ient k premie. Obe koli£ini sta torej povezani.
tgα =

y2 − y1

x2 − x1
= kPri premii je strmina enaka za elo premio, zato je vseeno, kateri dve to£ki na premii vzamemo,da izra£unamo k oziroma α. Pri krivuljah, ki niso premie, pa to ne velja. Kako izra£unamo strminopoljubne krivulje, si bomo ogledali v nadaljevanju.Kadar imamo krivuljo, ki ni premia, naklonskega kota in smernega koe�ienta ne moremo izra£unatiza elo krivuljo. Lahko pa izra£unamo naklonski kot in smerni koe�ient premie, ki poteka skozi dvebliºnji to£ki na krivulji. Izberemo si ²tevili x0 in x0 + h, dolo£imo pripadajo£i to£ki na krivulji, jupoveºemo s premio in tako dobimo pribliºen naklon krivulje med izbranima to£kama.
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Izrazu f(x0+h)−f(x0)
h

re£emo diferen£ni koli£nik. Predstavlja smerni koe�ient sekante skozi dve to£kina krivulji (x0, f(x0)) in (x0 + h, f(x0 + h)). Pomembno je, da je h majhen, saj tako dobimo premio,ki je zelo blizu krivulje in zato pribliºno opi²e strmino krivulje med dvema to£kama. Zanima pa nas nesamo pribliºen naklon krivulje med dvema to£kama, ampak to£en naklon krivulje v neki to£ki.�e h manj²amo, se to£ki vedno bolj pribliºujeta in ko je h = 0, to£ki sovpadata. Manj²aje h izrazimoz limito diferen£nega koli£nika.
f ′(x) = lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h�e ta limita obstaja, jo ozna£imo z f ′(x0) in ji re£emo odvod funkije f v to£ki x0.Vemo ºe, da diferen£ni koli£nik predstavlja naklon premie med dvema to£kama oziroma pribliºennaklon funkije med tema dvema to£kama. Ko h manj²amo, se to£ki, skozi kateri poteka sekanta, pribli-ºujeta in ko je h = 0, to£ki sovpadata. Premia sekanta postane tangenta na funkijo v dani to£ki, limitadiferen£nega koli£nika pa je enaka odvodu funkije v tej to£ki.Vrednost odvoda funkije v dani to£ki je torej enaka smernemu koe�ientu tangente na krivuljo v danito£ki. To pomeni, da odvod funkije pove, kak²en je naklon krivulje v dani to£ki.8.2 Odvod funkijeDenimo, da imamo funkijo, kateri lahko izra£unamo odvod v poljubni vrednosti neodvisne spremenljivkeiz de�niijskega obmo£je. Potem je predpis, ki vsaki vrednosti x priredi vrednost odvoda funkije f vto£ki x, ki jo imenujemo odvod funkije f in ozna£imo t f ′(x). Ker je odvod f ′(x) tudi funkija, lahkonari²emo njen graf. Graf odvoda ponazarja, kako se naklon funkije f(x) spreminja, ko spreminjamo x.



Za interno uporabo 58.3 Odvajanje funkij po de�niijiVzemimo funkijo f(x) = x3 in izra£unajmo njen odvod po de�niiji. De�niija odvoda:
f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
=Namesto f(x) in f(x+ h) vstavimo dano funkijo:

lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h
=Izra£unamo ²teve ulomka:

lim
h→0

x3 + 3x2h+ 3xh2 + h3 − x3

h
=Od²tejemo in delimo s h:

lim
h→0

(3x2 + 3xh+ h2) =Izra£unamo limito (vstavimo h = 0 v izraz):
= 3x2Dobili smo rezultat, odvod funkije f(x) = x3 je f ′(x) = 3x2.8.4 Odvodi elementarnih funkijPo de�niiji lahko izra£unamo odvode vseh funkij, vendar si za hitrej²e ra£unanje kar zapomnimo odvodeelementarnih funkij. Funkija OdvodKonstanta y = c y′ = 0Linearna funkija y = x y′ = 1Poten£na funkija y = xn y′ = n · xn−1Kotne funkijeSinus y = sinx y′ = cosxKosinus y = cosx y′ = − sinxTanges y = tg x y′ = 1

cos2 xKotangens y = ctg x y′ = − 1
sin2 xEksponentna funkijaEksponentna funkija y = ax y′ = ax · ln a

ex y = ex y′ = exLogaritemLogaritem y = loga x y′ = 1
x·lnaNaravni logaritem y′ = lnx y′ = 1
x8.5 Pravila za odvajanje1. Produkt funkije s konstanto:

[c · f(x)]′ = c · f ′(x)2. Odvod vsote:
[f(x) + g(x)]

′

= f ′(x) + g′(x)3. Odvod razlike:
[f(x)− g(x)]′ = f ′(x)− g′(x)



Za interno uporabo 64. Odvod produkt:
[f(x) · g(x)]′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)5. Odvod koli£nika:
[

f(x)

g(x)

]

′

=
f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

(g(x))26. Odvod posredne funkije:
[f (g(x))]′ = f ′(g(x)) · g′(x)9 Uporaba odvoda9.1 Kot med grafom funkije in absisno osjoKot med grafom funkije in absisno osjo je kar naklonski kot tangente na graf funkije v prese£i²£u grafafunkije in absisno osjo.Torej, £e je x0 ni£la funkije f , je smerni koli£nik tangente na graf v prese£i²£u enak odvodu funkijev to£ki x0; f ′(x0), in zato kot med absisno osjo in grafom funkije f naklonski kot tangente in velja:
tgα = k = f ′(x0).9.2 Kot med dvema krivuljamaKot med grafoma dveh funkij de�niramo kot kot med tangentama na grafa obeh funkij v prese£i²£u.Denimo, da se grafa dveh funkij f(x) in g(x) se£eta v to£ki z absiso x0. Smerna koli£nika tangent staenaka vrednosti odvodov v to£ki x0:
kf = f ′(x0)

kg = g′(x0)Kot izra£unamo po obrazu:
tgϕ =

∣

∣

∣

∣

kf − kg

1 + kf · kg

∣

∣

∣

∣

.9.3 Nara²£anje in padanjeFunkija nara²£a, £e iz x2 > x1 sledi f(x2) > f(x1).Funkija pada, £e iz x2 > x1 sledi f(x2) < f(x1).Iz grafa funkije lahko razberemo nara²£anje in padanje funkije.
Funkija nara²£a za x < x1 in x > x2 in pada za x1 < x < x2.�e pa grafa funkije ne poznamo, lahko nara²£anje in padanje funkije ugotovimo z odvodom.



Za interno uporabo 7
• Funkija je nara²£ajo£a za tiste x, za katere je f ′(x) > 0.
• Funkija je padajo£a za tiste x, za katere je f ′(x) < 0.9.4 Staionarne to£keStaionarne to£ke so to£ke na krivulji, v katerih je odvod funkije enak ni£

f ′(x) = 0.To pomeni, da je smerni koe�ient tangente enak 0, kar pomeni, da je tangenta v taki to£ki vzporednaz absisno osjo.Na sliki poglejmo, kak²ne so moºne staionarne to£ke.

9.5 EkstremiNajve£je (maksimum) in najmanj²e (minimum) vrednosti funkije s skupno besedo imenujemo ekstremifunkije. Gra�£no jih prepoznamo kot "vrhove"in "doline"na grafu, formalno pa ekstreme de�niramotakole:
• V to£ki x0 je lokalni maksimum funkije f , £e obstaja okolia U to£ke x0, da velja f(x) ≤ f(x0) zavsak x ∈ U .
• V to£ki x0 je lokalni minimum funkije f , £e obstaja okolia U to£ke x0, da velja f(x) ≥ f(x0) zavsak x ∈ U .Funkija ima lahko ve£ lokalnih maksimumov in minimumov ampak samo en globalni maksimum inen globalni minimum. Ta dva de�niramo takole:
• V to£ki x0 je globalni maksimum funkije f , £e velja f(x) ≤ f(x0) za vsak x.
• V to£ki x0 je globalni mminimum funkije f , £e velja f(x) ≥ f(x0) za vsak x.To£ke A, C in E so lokalni minimumi, to£ki B in D sta lokalna maksimuma. To£ka E je globalniminimum.
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9.6 Ekstremi med staionarnimi to£kamiPoglejmo, kako ra£unsko dolo£imo minimume in maksimume med staionarnimi to£kami.

• V to£ki A je minimum. Levo od to£ke A funkija pada, desno pa nara²£a. Z odvodom to de�niramotakole:�e je levo od x0 odvod funkije f ′(x) negativen, desno pa pozitiven, potem je v x0 lokalni maksimumfunkije.
• V to£ki B je maksimum. Levo od to£ke B funkija nara²£a, desno pa pada:�e je levo od x0 odvod funkije f ′(x) pozitiven, desno pa negativen, potem je v x0 lokalni maksimumfunkije.
• V to£ki C ni ne minimum ne maksimum. Levo in desno od to£ke C funkija nara²£a:�e je levo in desno od x0 odvod funkije f ′(x) enako predzna£en (obakrat negativen ali obakratpozitiven), potem v x0 ni lokalnega ekstrema.PRIMER:Funkiji f(x) = (x− 2)(x+ 1)2 dolo£i ni£le, za£etno vrednost in lokalne ekstreme ter ji nari²i graf!Ni£le:
x1 = −1; 2. stopnje
x2 = 2; 1. stopnjeOdpravimo oklepaje: f(x) = (x− 2)(x2 + 2x+ 1) = x3 − 3x− 2;Za£etna vrednost: f(0) = −2



Za interno uporabo 9Lokalni ekstremi: f ′(x) = 0

f ′(x) = 3x2 − 3, odvod izena£imo z ni£:
3x2 − 3 = 0 re²imo ena£bo

3x2 = 3

x2 = 1Torej sta re²itvi: x1 = −1 in x2 = 1, to sta staionarni to£ki. Ali je v staionarni to£ki lokalni ekstrem inkateri je (ali maksimum ali minimum), najlaºje ugotovimo, £e si skiiramo graf odvoda; to je parabola.Ker je vodilni koe�ient a 3 pozitiven, je njeno teme najniºja to£ka, parabola pa seka absisno os v ni£lah
x1 = −1 in x2 = 1:

Pred staionarno to£ko x1 = −1, je odvod f ′(x) pozitiven, zato funkija f(x) nara²£a, po −1 pa jeodvod negativen in funkija f(x) pada, torej je x1 = −1 lokalni maksimum. V x2 = 1 pa se zgodiravno obratno, zato nastopi lokalni minimum.V x1 = −1 ima funkija f(x) ni£lo druge stopnje, zato se graf dotakne absisne osi "od spodaj"innam ordinate to£ke na grafu ni potrebno izra£unati.V x2 = 1 pa moramo ²e izra£unati ordinato to£ke na grafu funkije f ;
f(1) = 13 − 3 · 1− 2 = 1− 3− 2 = −4Torej gre graf funkije f skozi to£ko (1,−4).
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